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de Lie abeliana de dimensién n.
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faciles de comprender. Para todo nimero natural n hay un algebra
de Lie abeliana de dimensién n.

Para entender entonces cuantas algebras de Lie, esencialmente
diferentes (no isomorfas) hay nos concentraremos en las no
abelianas.
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Algebras de Lie en dimensidon baja

Algebras de Lie abelianas: Las dlgebras de Lie abelianas son
faciles de comprender. Para todo nimero natural n hay un algebra
de Lie abeliana de dimensién n.

Para entender entonces cuantas algebras de Lie, esencialmente
diferentes (no isomorfas) hay nos concentraremos en las no
abelianas.

o Algebras de Lie de diferentes dimensiones no pueden ser
isomorfas: si lo fueran, en particular, serian isomorfas como
espacios vectoriales = tienen igual dimensién.

@ Si £ es no abeliana = su lgebra derivada £’ es no nula y su
centro Z(£) es un ideal propio.
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Algebras de Lie abelianas: Las dlgebras de Lie abelianas son
faciles de comprender. Para todo nimero natural n hay un algebra
de Lie abeliana de dimensién n.

Para entender entonces cuantas algebras de Lie, esencialmente
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abelianas.
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@ Si £ es no abeliana = su lgebra derivada £’ es no nula y su
centro Z(£) es un ideal propio.

@ Algebras derivadas y centros se preservan por isomorfismos.
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Algebras de Lie en dimensidon baja

Algebras de Lie abelianas: Las dlgebras de Lie abelianas son
faciles de comprender. Para todo nimero natural n hay un algebra
de Lie abeliana de dimensién n.

Para entender entonces cuantas algebras de Lie, esencialmente
diferentes (no isomorfas) hay nos concentraremos en las no
abelianas.

o Algebras de Lie de diferentes dimensiones no pueden ser
isomorfas: si lo fueran, en particular, serian isomorfas como
espacios vectoriales = tienen igual dimensién.

@ Si £ es no abeliana = su lgebra derivada £’ es no nula y su
centro Z(£) es un ideal propio.

@ Algebras derivadas y centros se preservan por isomorfismos.

Entonces, es razonable usar la dimensién de £ y las propiedades de
£y Z(L) para clasificar las algebras de Lie.
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Algebras de Lie de dimension 1y 2

o Toda dlgebra de Lie de dimensién 1 es abeliana.
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Algebras de Lie de dimension 1y 2

o Toda dlgebra de Lie de dimensién 1 es abeliana.

o £ dlgebra de Lie no abeliana de dimensién 2 sobre k.
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Algebras de Lie de dimension 1y 2

o Toda dlgebra de Lie de dimensién 1 es abeliana.

o £ dlgebra de Lie no abeliana de dimensién 2 sobre k.
£/, debe tener a lo sumo dimensién 1:
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o Toda dlgebra de Lie de dimensién 1 es abeliana.
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de £ entonces £’ esta generado por [x, y].
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Algebras de Lie de dimension 1y 2

o Toda dlgebra de Lie de dimensién 1 es abeliana.

o £ dlgebra de Lie no abeliana de dimensién 2 sobre k.
£, debe tener a lo sumo dimensién 1: si {x,y} es una base
de £ entonces £ esta generado por [x,y]. £ # {0} porque £
no es abeliana.
=dmg =1

Seaxe€ & nonuloy ze £: {x,z} base de £ = 0 # [x,z] € &,
(porque £ es no abeliana) = Ja € k: [x,z] = ax.
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Algebras de Lie de dimension 1y 2

o Toda dlgebra de Lie de dimensién 1 es abeliana.

o £ dlgebra de Lie no abeliana de dimensién 2 sobre k.
£, debe tener a lo sumo dimensién 1: si {x,y} es una base
de £ entonces £ esta generado por [x,y]. £ # {0} porque £
no es abeliana.
=dmg =1

Seaxe€ & nonuloy ze £: {x,z} base de £ = 0 # [x,z] € &,
(porque £ es no abeliana) = Ja € k: [x, z] = ax. Podemos
cambiar z por y = a~1z y se verifica que [x, y] = x.
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Algebras de Lie de dimension 1y 2

o Toda dlgebra de Lie de dimensién 1 es abeliana.

o £ dlgebra de Lie no abeliana de dimensién 2 sobre k.
£, debe tener a lo sumo dimensién 1: si {x,y} es una base
de £ entonces £ esta generado por [x,y]. £ # {0} porque £
no es abeliana.
=dmg =1

Seaxe€ & nonuloy ze £: {x,z} base de £ = 0 # [x,z] € &,
(porque £ es no abeliana) = Ja € k: [x, z] = ax. Podemos
cambiar z por y = a~1z y se verifica que [x, y] = x.

Entonces, si un algebra de Lie de dimensién 2 no abeliana existe,
esta admite una base de la forma {x, y} tal que [x,y] = x.
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Algebras de Lie de dimension 1y 2

Sea £ un espacio vectorial de dimension 2 con base {x,y}. Si
definimos [, | en £ tal que [u, u] = 0, para todo u € £. Entonces
la identidad de Jacobi se verifica y por lo tanto £ es un adlgebra de
Lie.
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Algebras de Lie de dimension 1y 2

Sea £ un espacio vectorial de dimension 2 con base {x,y}. Si
definimos [, | en £ tal que [u, u] = 0, para todo u € £. Entonces
la identidad de Jacobi se verifica y por lo tanto £ es un adlgebra de
Lie.

W
Teorema

Para un cuerpo cualquiera k, a menos de isomorfismo existe una
Unica algebra de Lie no abeliana de dimension 2.

Ana Gonzdlez Clasificacién en dimensiones bajas



Algebras de Lie de dimension 1y 2

Sea £ un espacio vectorial de dimension 2 con base {x,y}. Si
definimos [, | en £ tal que [u, u] = 0, para todo u € £. Entonces
la identidad de Jacobi se verifica y por lo tanto £ es un adlgebra de
Lie.

W
Teorema

Para un cuerpo cualquiera k, a menos de isomorfismo existe una
tnica algebra de Lie no abeliana de dimensién 2. Esta dlgebra
admite una base {x,y}: [x,y] = x y el centro es 0.
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Algebras de Lie de dimensién 3

£ dlgebra de Lie de dimensién 3 sobre k, no abeliana.
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Algebras de Lie de dimension 3

£ dlgebra de Lie de dimensién 3 sobre k, no abeliana.
Su &lgebra derivada £’ es no nula.
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Algebras de Lie de dimension 3

£ dlgebra de Lie de dimensién 3 sobre k, no abeliana.
Su &lgebra derivada £’ es no nula. Esta puede tener dimensién 1, 2
o 3. El centro Z(£) es un ideal propio de £.
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Ana Gonzdlez Clasificacién en dimensiones bajas



Algebras de Lie de dimension 3

£ dlgebra de Lie de dimensién 3 sobre k, no abeliana.

Su &lgebra derivada £’ es no nula. Esta puede tener dimensién 1, 2

o 3. El centro Z(£) es un ideal propio de £.

o dmg =1y & C Z(£2).

El dlgebra de Heisenberg de dimensién 3, J{;, tiene estas
propieades. Recordemos, la estructura de Lie estd dada sobre
una base {P,Q,C}: [P,Q]=Cy[C,P]=[C,Q]=0, es
decir C € Z(H1) = H| C Z(H1). Ademds H| estd generado
por C = dimH] = 1.
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Algebras de Lie de dimension 3

£ dlgebra de Lie de dimensién 3 sobre k, no abeliana.
Su &lgebra derivada £’ es no nula. Esta puede tener dimensién 1, 2
o 3. El centro Z(£) es un ideal propio de £.
o dmg =1y & C Z(£2).
El dlgebra de Heisenberg de dimensién 3, J{;, tiene estas
propieades. Recordemos, la estructura de Lie estd dada sobre
una base {P,Q,C}: [P,Q]=Cy[C,P]=[C,Q]=0, es
decir C € Z(H1) = H| C Z(H1). Ademds H| estd generado
por C = dimH] = 1.

A menos de isomorfismo, esta es la tnica algebra de Lie de
dimensién 3: £ C Z(£) y dim g = 1.
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£ dlgebra de Lie de dimensién 3 sobre k, no abeliana.

Su &lgebra derivada £’ es no nula. Esta puede tener dimensién 1, 2

o 3. El centro Z(£) es un ideal propio de £.

o dmg =1y & C Z(£2).

El dlgebra de Heisenberg de dimensién 3, J{;, tiene estas
propieades. Recordemos, la estructura de Lie estd dada sobre
una base {P,Q,C}: [P,Q]=Cy[C,P]=[C,Q]=0, es
decir C € Z(H1) = H| C Z(H1). Ademds H| estd generado
por C = dimH] = 1.

A menos de isomorfismo, esta es la tnica algebra de Lie de
dimensién 3: £ C Z(£) y dim £’ = 1. Sea £ un &lgebra de
Lie con estas condiciones , tomemos f, g € £ tales que
[f,8] # 0.
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£ dlgebra de Lie de dimensién 3 sobre k, no abeliana.
Su &lgebra derivada £’ es no nula. Esta puede tener dimensién 1, 2
o 3. El centro Z(£) es un ideal propio de £.
o dmg =1y & C Z(£2).
El dlgebra de Heisenberg de dimensién 3, J{;, tiene estas
propieades. Recordemos, la estructura de Lie estd dada sobre
una base {P,Q,C}: [P,Q]=Cy[C,P]=[C,Q]=0, es
decir C € Z(H1) = H| C Z(H1). Ademds H| estd generado
por C = dimH] = 1.
A menos de isomorfismo, esta es la tnica algebra de Lie de
dimensién 3: £ C Z(£) y dim £’ = 1. Sea £ un &lgebra de

Lie con estas condiciones , tomemos f, g € £ tales que

[f.g] #0.
Como dim &' =1, [f,g] genera a £'.
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£ dlgebra de Lie de dimensién 3 sobre k, no abeliana.
Su &lgebra derivada £’ es no nula. Esta puede tener dimensién 1, 2
o 3. El centro Z(£) es un ideal propio de £.
o dmg =1y & C Z(£2).
El dlgebra de Heisenberg de dimensién 3, J{;, tiene estas
propieades. Recordemos, la estructura de Lie estd dada sobre
una base {P,Q,C}: [P,Q]=Cy[C,P]=[C,Q]=0, es
decir C € Z(H1) = H| C Z(H1). Ademds H| estd generado
por C = dimH] = 1.
A menos de isomorfismo, esta es la tnica algebra de Lie de
dimensién 3: £ C Z(£) y dim £’ = 1. Sea £ un &lgebra de

Lie con estas condiciones , tomemos f, g € £ tales que

[f, 8] # 0.
Como dim &' =1, [f,g] genera a £'. Como &' C Z(£),

[f.g] € Z(L).
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Algebras de Lie de dimension 3

£ dlgebra de Lie de dimensién 3 sobre k, no abeliana.
Su &lgebra derivada £’ es no nula. Esta puede tener dimensién 1, 2
o 3. El centro Z(£) es un ideal propio de £.
o dmg =1y & C Z(£2).
El dlgebra de Heisenberg de dimensién 3, J{;, tiene estas
propieades. Recordemos, la estructura de Lie estd dada sobre
una base {P,Q,C}: [P,Q]=Cy[C,P]=[C,Q]=0, es
decir C € Z(H1) = H| C Z(H1). Ademds H| estd generado
por C = dimH] = 1.

A menos de isomorfismo, esta es la tnica algebra de Lie de
dimensién 3: £ C Z(£) y dim £’ = 1. Sea £ un &lgebra de
Lie con estas condiciones , tomemos f, g € £ tales que

[f,8] # 0.

Como dim &' =1, [f, g] genera a £'. Como £ C Z(£),

[f,g] € Z(£). Definimos z = [f, g], entonces {f,g,z} es Ll y
por lo tanto base de £.
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Algebras de Lie de dimensién 3

odmf&' =1y ¢ ¢ Z(2).
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Algebras de Lie de dimension 3

odmg =1y & ¢ Z(£).
Sea £ = £1 D Ly,
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Algebras de Lie de dimension 3

odmg =1y & ¢ Z(£).
Sea £ = £1 @ Lo, £1 tiene dimensién 2 y es no abeliana y £5
tiene dimensién 1.
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Algebras de Lie de dimension 3

odmg =1y & ¢ Z(£).
Sea £ = £1 @ Lo, £1 tiene dimensién 2 y es no abeliana y £5
tiene dimensién 1.
o= ghe g, =g,
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Algebras de Lie de dimension 3

odmg =1y & ¢ Z(£).
Sea £ = £1 @ Lo, £1 tiene dimensién 2 y es no abeliana y £5
tiene dimensién 1.
£ =g @ L, = £, enotonces £’ tiene dimensién 1.
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Algebras de Lie de dimension 3

odmg =1y & ¢ Z(£).
Sea £ = £1 @ Lo, £1 tiene dimensién 2 y es no abeliana y £5
tiene dimensién 1.

£ =g & £, = &), enotonces £ tiene dimensién 1. Ademds,
Z(L) = Z(£1) ® Z(£2) = Lo, entonces £ no estd contenido
en Z(£).
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Algebras de Lie de dimension 3

odmg =1y & ¢ Z(£).
Sea £ = £1 @ Lo, £1 tiene dimensién 2 y es no abeliana y £5
tiene dimensién 1.
£ =g & £, = &), enotonces £ tiene dimensién 1. Ademds,
Z(L) = Z(£1) ® Z(£2) = Lo, entonces £ no estd contenido
en Z(£).

A menos de isomorfismo, es la tinica dlgebra de Lie con estas
propiedades.
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Algebras de Lie de dimensién 3

odmg =1y & ¢ Z(£).
Sea £ = £1 @ Lo, £1 tiene dimensién 2 y es no abeliana y £5
tiene dimensién 1.
£ =g & £, = &), enotonces £ tiene dimensién 1. Ademds,
Z(L) = Z(£1) ® Z(£2) = Lo, entonces £ no estd contenido
en Z(£).

A menos de isomorfismo, es la tinica dlgebra de Lie con estas
propiedades.

Teorema

Existe una dnica dlgebra de Lie sobre k de dimensiéon 3 tal que
dmg =1y & ¢ Z(2).
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Algebras de Lie de dimensién 3

odmg =1y & ¢ Z(£).
Sea £ = £1 @ Lo, £1 tiene dimensién 2 y es no abeliana y £5
tiene dimensién 1.

£ =g & £, = &), enotonces £ tiene dimensién 1. Ademds,
Z(L) = Z(£1) ® Z(£2) = Lo, entonces £ no estd contenido
en Z(£).

A menos de isomorfismo, es la tinica dlgebra de Lie con estas
propiedades.

Teorema

Existe una dnica dlgebra de Lie sobre k de dimensiéon 3 tal que
dmg& =1y & ¢ Z(£). Es suma directa del dlgebra de Lie no
abeliana de dimension 2 con el dlgebra de Lie de dimension 1.
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Algebras de Lie de dimensién 3

Sea0#xe &, conx¢g Z(L)= Ty e L [x,y] #0.

V.
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Algebras de Lie de dimension 3

Sea0#xe &, conx¢g Z(L)= Ty e L [x,y] #0.
Afirmacién 1: Si x,y € £: [x,y] # 0 = {x, y} es LI sobre k.

V.
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Algebras de Lie de dimension 3

Demostracién
Sea0#xe &, conx¢g Z(L)= Ty e L [x,y] #0.
Afirmacién 1: Si x,y € £: [x,y] # 0 = {x, y} es LI sobre k.

x genera a £ = [x, y] es miltiplo de x.

V.
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Algebras de Lie de dimension 3

Demostracién

Sea0#xe &, conx¢g Z(L)= Ty e L [x,y] #0.
Afirmacién 1: Si x,y € £: [x,y] # 0 = {x, y} es LI sobre k.
x genera a £ = [x,y] es miltiplo de x. Podemos asumir que
[x; ] = x.

V.
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Algebras de Lie de dimension 3

Demostracién
Sea0#xe &, conx¢g Z(L)= Ty e L [x,y] #0.
Afirmacién 1: Si x,y € £: [x,y] # 0 = {x, y} es LI sobre k.

x genera a £ = [x, y] es miltiplo de x. Podemos asumir que
[x,y] = x. Extendemos {x,y} a {x,y,w} base de £.

V.
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Algebras de Lie de dimension 3

Demostracién

Sea0#xe &, conx¢g Z(L)= Ty e L [x,y] #0.
Afirmacién 1: Si x,y € £: [x,y] # 0 = {x, y} es LI sobre k.

x genera a £ = [x,y] es miltiplo de x. Podemos asumir que
[x,y] = x. Extendemos {x,y} a {x,y,w} base de £. Nuevamente,
como x genera a £ Ja, b € k:

V.
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Demostracién

Sea0#xe &, conx¢g Z(L)= Ty e L [x,y] #0.
Afirmacién 1: Si x,y € £: [x,y] # 0 = {x, y} es LI sobre k.

x genera a £ = [x,y] es miltiplo de x. Podemos asumir que
[x,y] = x. Extendemos {x,y} a {x,y, w} base de £. Nuevamente,
como x genera a £ Ja,bek: [x,w] =ax, [y,w]= bx.

V.
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Algebras de Lie de dimension 3

Demostracién

Sea0#xe &, conx¢g Z(L)= Ty e L [x,y] #0.
Afirmacién 1: Si x,y € £: [x,y] # 0 = {x, y} es LI sobre k.

x genera a £ = [x, y] es miltiplo de x. Podemos asumir que
[x,y] = x. Extendemos {x,y} a {x,y, w} base de £. Nuevamente,
como x genera a £ Ja,bek: [x,w] =ax, [y,w]= bx.
Afirmacion 2: £ contiene un elemento central no nulo z que no
estad en el subespacio generado por x e y:

V.
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Algebras de Lie de dimension 3

Demostracién
Sea0#xe &, conx¢g Z(L)= Ty e L [x,y] #0.
Afirmacién 1: Si x,y € £: [x,y] # 0 = {x, y} es LI sobre k.

x genera a £ = [x, y] es miltiplo de x. Podemos asumir que
[x,y] = x. Extendemos {x,y} a {x,y, w} base de £. Nuevamente,
como x genera a £ Ja, b ek: [x,w] =ax, [y,w]= bx.
Afirmacion 2: £ contiene un elemento central no nulo z que no
estad en el subespacio generado por x e y:

sea z = Ax + uy + vw € £ entonces

V.
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Algebras de Lie de dimension 3

Demostracién

Sea0#xe &, conx¢g Z(L)= Ty e L [x,y] #0.
Afirmacién 1: Si x,y € £: [x,y] # 0 = {x, y} es LI sobre k.

x genera a £ = [x, y] es miltiplo de x. Podemos asumir que
[x,y] = x. Extendemos {x,y} a {x,y, w} base de £. Nuevamente,
como x genera a £ Ja, b ek: [x,w] =ax, [y,w]= bx.
Afirmacion 2: £ contiene un elemento central no nulo z que no
estad en el subespacio generado por x e y:

sea z = Ax + uy + vw € £ entonces

[x,z] = [x, Ax + py + vw] = plx, y] + v[x, w] = ux + vax,

V.
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Algebras de Lie de dimension 3

Demostracién

Sea0#xe &, conx¢g Z(L)= Ty e L [x,y] #0.
Afirmacién 1: Si x,y € £: [x,y] # 0 = {x, y} es LI sobre k.

x genera a £ = [x, y] es miltiplo de x. Podemos asumir que
[x,y] = x. Extendemos {x,y} a {x,y, w} base de £. Nuevamente,
como x genera a £ Ja, b ek: [x,w] =ax, [y,w]= bx.
Afirmacion 2: £ contiene un elemento central no nulo z que no
estad en el subespacio generado por x e y:

sea z = Ax + uy + vw € £ entonces

[x,z] = [x, Ax + py + vw] = plx, y] + v[x, w] = ux + vax,

[y, 2] = [y, A+ py +vw] = Aly, x] + vy, w] = =Ax +vbx,

V.
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Demostracién

Sea0#xe &, conx¢g Z(L)= Ty e L [x,y] #0.
Afirmacién 1: Si x,y € £: [x,y] # 0 = {x, y} es LI sobre k.

x genera a £ = [x, y] es miltiplo de x. Podemos asumir que
[x,y] = x. Extendemos {x,y} a {x,y, w} base de £. Nuevamente,
como x genera a £ Ja, b ek: [x,w] =ax, [y,w]= bx.
Afirmacion 2: £ contiene un elemento central no nulo z que no
estad en el subespacio generado por x e y:

sea z = Ax + uy + vw € £ entonces

[x,z] = [x, Ax + py + vw] = plx, y] + v[x, w] = ux + vax,

[y, 2] = [y, A+ py +vw] = Aly, x] + vy, w] = =Ax +vbx,
[w, z] = [w, Ax + py + vw]| = A[w, x] + p[w, y] = —Aax — ubx.

V.
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Algebras de Lie de dimension 3

Demostracién

Sea0#xe &, conx¢g Z(L)= Ty e L [x,y] #0.
Afirmacién 1: Si x,y € £: [x,y] # 0 = {x, y} es LI sobre k.

x genera a £ = [x, y] es miltiplo de x. Podemos asumir que
[x,y] = x. Extendemos {x,y} a {x,y, w} base de £. Nuevamente,
como x genera a £ Ja, b ek: [x,w] =ax, [y,w]= bx.
Afirmacion 2: £ contiene un elemento central no nulo z que no
estad en el subespacio generado por x e y:

sea z = Ax + uy + vw € £ entonces

[x,z] = [x, Ax + py + vw] = plx, y] + v[x, w] = ux + vax,

[y, 2] = [y, A+ py +vw] = Aly, x] + vy, w] = =Ax +vbx,
[w, z] = [w, Ax + py + vw]| = A[w, x] + p[w, y] = —Aax — ubx.

Si tomamos A = b, u = —a y v = 1 tenemos

V.
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Demostracién

Sea0#xe &, conx¢g Z(L)= Ty e L [x,y] #0.
Afirmacién 1: Si x,y € £: [x,y] # 0 = {x, y} es LI sobre k.

x genera a £ = [x, y] es miltiplo de x. Podemos asumir que
[x,y] = x. Extendemos {x,y} a {x,y, w} base de £. Nuevamente,
como x genera a £ Ja, b ek: [x,w] =ax, [y,w]= bx.
Afirmacion 2: £ contiene un elemento central no nulo z que no
estad en el subespacio generado por x e y:

sea z = Ax + uy + vw € £ entonces

[x,z] = [x, Ax + py + vw] = plx, y] + v[x, w] = ux + vax,

[y, 2] = [y, A+ py +vw] = Aly, x] + vy, w] = =Ax +vbx,
[w, z] = [w, Ax + py + vw]| = A[w, x] + p[w, y] = —Aax — ubx.
Si tomamos A = b, u = —a y v = 1 tenemos

[x.z2] =1[y,z] = [w,2z] =0y z & span{x, y}.

V.
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Demostracién

Sea0#xe &, conx¢g Z(L)= Ty e L [x,y] #0.
Afirmacién 1: Si x,y € £: [x,y] # 0 = {x, y} es LI sobre k.

x genera a £ = [x, y] es miltiplo de x. Podemos asumir que
[x,y] = x. Extendemos {x,y} a {x,y, w} base de £. Nuevamente,
como x genera a £ Ja, b ek: [x,w] =ax, [y,w]= bx.
Afirmacion 2: £ contiene un elemento central no nulo z que no
estad en el subespacio generado por x e y:

sea z = Ax + uy + vw € £ entonces

[x,z] = [x, Ax + py + vw] = plx, y] + v[x, w] = ux + vax,

[y, 2] = [y, A+ py +vw] = Aly, x] + vy, w] = =Ax +vbx,
[w, z] = [w, Ax + py + vw]| = A[w, x] + p[w, y] = —Aax — ubx.
Si tomamos A = b, u = —a y v = 1 tenemos

[x,z2] =1[y,z] = [w,2z] =0y z & span{x, y}.

= £ = spam{x, y} @ span{z} suma directa de &lgebras de Lie de
la forma requerida.

V.
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Algebras de Lie de dimension 3

o dmg=3ydmg =2
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Algebras de Lie de dimension 3

o dmg=3ydmg =2
Sobre C hay infinitas de estas algebras de Lie no isomorfas.
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Algebras de Lie de dimension 3

e dmg=3ydmg =2.
Sobre C hay infinitas de estas algebras de Lie no isomorfas.

Tomemos una base de £/, {y, z} y extendamos a una base de
£, {x,y,z}.
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Algebras de Lie de dimensién 3
o dmg=3ydmg =2
Sobre C hay infinitas de estas algebras de Lie no isomorfas.

Tomemos una base de £/, {y, z} y extendamos a una base de
£, {x,y,z}.

(a) £ es abeliana.
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Algebras de Lie de dimensién 3

o dmg=3ydmg =2
Sobre C hay infinitas de estas algebras de Lie no isomorfas.

Tomemos una base de £/, {y, z} y extendamos a una base de
£, {x,y,z}.

(a) £ es abeliana.

(b) El mapa adx : £ — £ es un isomorfismo.
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Algebras de Lie de dimensién 3

o dmg=3ydmg =2
Sobre C hay infinitas de estas algebras de Lie no isomorfas.

Tomemos una base de £/, {y, z} y extendamos a una base de
£, {x,y,z}.

(a) £ es abeliana.

(b) El mapa adx : £ — £ es un isomorfismo.

v
Demostracién

(a) Basta probar que [y, z] = 0:

Ana Gonzdlez Clasificacién en dimensiones bajas



Algebras de Lie de dimensién 3

o dmg=3ydmg =2
Sobre C hay infinitas de estas algebras de Lie no isomorfas.

Tomemos una base de £/, {y, z} y extendamos a una base de
£, {x,y,z}.

(a) £ es abeliana.

(b) El mapa adx : £ — £ es un isomorfismo.

v
Demostracién

(a) Basta probar que [y,z] =0: [y,z] € £ = 3o, € k:
[y, 2] = ay + Bz.
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Algebras de Lie de dimensién 3

o dmg=3ydmg =2
Sobre C hay infinitas de estas algebras de Lie no isomorfas.

Tomemos una base de £/, {y, z} y extendamos a una base de
£, {x,y,z}.

(a) £ es abeliana.

(b) El mapa adx : £ — £ es un isomorfismo.

v
Demostracién

(a) Basta probar que [y,z] =0: [y,z] € £ = Ja, 8 €k

ly,2] = ay + Bz
La matriz de ad y con respecto a la base {x,y, z} es
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Algebras de Lie de dimensién 3

o dmg=3ydmg =2
Sobre C hay infinitas de estas algebras de Lie no isomorfas.

Tomemos una base de £/, {y, z} y extendamos a una base de
£, {x,y,z}.

(a) £ es abeliana.

(b) El mapa adx : £ — £ es un isomorfismo.

y

Demostracién

(a) Basta probar que [y,z] =0: [y,z] € £ = Ja, 8 €k

ly,2] = ay + Bz
La matriz de ad y con respecto a la base {x,y, z} es

*x O

cxek

0 0
0 «
0 5
z C
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Demostracién

yeg
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Demostracién

y €& =tr(ady) =0: ad : £ — gl(£) homomorfismo de &lgebras
de Lie, entonces
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Algebras de Lie de dimensién 3

Demostracién

y €& =tr(ady) =0: ad : £ — gl(£) homomorfismo de &lgebras
de Lie, entonces

ad[v,w] =advoadw —adwoadv, Yv,w € £.
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Algebras de Lie de dimensién 3

Demostracién

y €& =tr(ady) =0: ad : £ — gl(£) homomorfismo de &lgebras
de Lie, entonces

ad[v,w] =advoadw —adwoadv, Yv,w € £.

= tr(ad[v,w]) =tr(advoadw —adwoadv) = 0.
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Algebras de Lie de dimension 3

Demostracién

y €& =tr(ady) =0: ad : £ — gl(£) homomorfismo de &lgebras
de Lie, entonces

ad[v,w] =advoadw —adwoadv, Yv,w € £.

= tr(ad[v,w]) =tr(advoadw —adwoadv) = 0.
Como tr(ady) =, B =0.
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Algebras de Lie de dimension 3

Demostracién

y €& =tr(ady) =0: ad : £ — gl(£) homomorfismo de &lgebras
de Lie, entonces

ad[v,w] =advoadw —adwoadv, Yv,w € £.

= tr(ad[v,w]) =tr(advoadw —adwoadv) = 0.

Como tr(ad y) = 8, 8 = 0. De igual forma, si consideramos la
matriz para ad z, a« = 0,

Ana Gonzdlez Clasificacién en dimensiones bajas



Algebras de Lie de dimension 3

Demostracién

y €& =tr(ady) =0: ad : £ — gl(£) homomorfismo de &lgebras
de Lie, entonces

ad[v,w] =advoadw —adwoadv, Yv,w € £.

= tr(ad[v,w]) =tr(advoadw —adwoadv) = 0.

Como tr(ad y) = 8, 8 = 0. De igual forma, si consideramos la
matriz para adz, « =0, = [y, z] = 0.
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Algebras de Lie de dimension 3

Demostracién

y €& =tr(ady) =0: ad : £ — gl(£) homomorfismo de &lgebras
de Lie, entonces

ad[v,w] =advoadw —adwoadv, Yv,w € £.

= tr(ad[v,w]) =tr(advoadw —adwoadv) = 0.

Como tr(ad y) = 8, 8 = 0. De igual forma, si consideramos la
matriz para adz, « =0, = [y, z] = 0.

(b) £ esta generada por {[x,y], [x, z], [y, 2]}.
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Algebras de Lie de dimension 3

Demostracién

y €& =tr(ady) =0: ad : £ — gl(£) homomorfismo de &lgebras
de Lie, entonces

ad[v,w] =advoadw —adwoadv, Yv,w € £.

= tr(ad[v,w]) =tr(advoadw —adwoadv) = 0.
Como tr(ad y) = 8, 8 = 0. De igual forma, si consideramos la
matriz para adz, « =0, = [y, z] = 0.

(b) £ esta generada por {[x,y], [x, z], [y, z]}. Como [y,z] =0,
{[x,y],[x,2]} es base de £'.
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Algebras de Lie de dimension 3

Demostracién

y €& =tr(ady) =0: ad : £ — gl(£) homomorfismo de &lgebras
de Lie, entonces

ad[v,w] =advoadw —adwoadv, Yv,w € £.

= tr(ad[v,w]) =tr(advoadw —adwoadv) = 0.

Como tr(ad y) = 8, 8 = 0. De igual forma, si consideramos la
matriz para adz, « =0, = [y, z] = 0.

(b) £ esta generada por {[x,y], [x, z], [y, z]}. Como [y,z] =0,
{[x,y],[x, 2]} es base de £'. Entonces, la imagen de ad x
tiene dimensién 2, por lo tanto ad x : £ — £/ es un
isomorfismo.
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Algebras de Lie de dimensién 3

Caso 1: Existe x ¢ £": adx : £ — £/ es diagonalizable.
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Algebras de Lie de dimensién 3

Caso 1: Existe x ¢ £": adx : £ — £/ es diagonalizable.

Sean y, z son vectores propios de ad x,
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Algebras de Lie de dimension 3

Caso 1: Existe x ¢ £": adx : £ — £/ es diagonalizable.

Sean y, z son vectores propios de ad x, por (b) los valores propios
asociados deben ser no nulos.

Ana Gonzdlez Clasificacién en dimensiones bajas



Algebras de Lie de dimension 3

Caso 1: Existe x ¢ £": adx : £ — £/ es diagonalizable.

Sean y, z son vectores propios de ad x, por (b) los valores propios
asociados deben ser no nulos. Sea [x, y] = A\y. Podemos suponer
A =1, (reescalando x por A1, tenemos que [A71x,y] = y).
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Algebras de Lie de dimension 3

Caso 1: Existe x ¢ £": adx : £ — £/ es diagonalizable.

Sean y, z son vectores propios de ad x, por (b) los valores propios
asociados deben ser no nulos. Sea [x, y] = A\y. Podemos suponer
A =1, (reescalando x por A1, tenemos que [A"1x,y] = y). Con
respecto a la base {y,z} de £’ el mapa lineal ad x : £ — £’ tiene
matriz
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Algebras de Lie de dimension 3

Caso 1: Existe x ¢ £": adx : £ — £/ es diagonalizable.

Sean y, z son vectores propios de ad x, por (b) los valores propios
asociados deben ser no nulos. Sea [x, y] = A\y. Podemos suponer
A =1, (reescalando x por A1, tenemos que [A"1x,y] = y). Con
respecto a la base {y,z} de £’ el mapa lineal ad x : £ — £’ tiene

matriz
10
<0 M) : p € Cno nulo.

Ana Gonzdlez Clasificacién en dimensiones bajas



Algebras de Lie de dimensién 3

Lema

Sean V espacio vectorial y o un endomorfismo de V.
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Algebras de Lie de dimensién 3

Lema

Sean V espacio vectorial y ¢ un endomorfismo de V. Si
£ =V @span{x}.
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Algebras de Lie de dimensién 3

Sean V espacio vectorial y ¢ un endomorfismo de V. Si
£ = V @ span{x}. Entonces, definiendo en £ el corchete [y,z] =0
para todos y,z € V, [x,y] = ¢(y) para todo y € V, es un dlgebra
de Lie y dim £ = rango(yp).
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Algebras de Lie de dimensién 3

Sean V espacio vectorial y ¢ un endomorfismo de V. Si
£ = V @ span{x}. Entonces, definiendo en £ el corchete [y,z] =0
para todos y,z € V, [x,y] = ¢(y) para todo y € V, es un dlgebra
de Lie y dim £ = rango(yp).

Si notamos por L, al dlgebra de Lie anterior. Entonces L, ~ L, &
pu=vopu=vr
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Algebras de Lie de dimensién 3

Sean V espacio vectorial y ¢ un endomorfismo de V. Si
£ = V @ span{x}. Entonces, definiendo en £ el corchete [y,z] =0
para todos y,z € V, [x,y] = ¢(y) para todo y € V, es un dlgebra
de Lie y dim £ = rango(yp).

Si notamos por L, al dlgebra de Lie anterior. Entonces L, ~ L, &
p=vopu=vl
Conclusién: Existen infinitas de estas dlgebras de Lie no isomorfas.
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Algebras de Lie de dimensién 3

Sean V espacio vectorial y ¢ un endomorfismo de V. Si
£ = V @ span{x}. Entonces, definiendo en £ el corchete [y,z] =0
para todos y,z € V, [x,y] = ¢(y) para todo y € V, es un dlgebra
de Lie y dim £ = rango(yp).

Si notamos por L, al dlgebra de Lie anterior. Entonces L, ~ L, &
p=vopu=vl
Conclusién: Existen infinitas de estas dlgebras de Lie no isomorfas.

Caso 2: Vx ¢ £ el mapa adx : £ — £ no es diagonalizable.
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Algebras de Lie de dimension 3

Sean V espacio vectorial y ¢ un endomorfismo de V. Si
£ = V @ span{x}. Entonces, definiendo en £ el corchete [y,z] =0
para todos y,z € V, [x,y] = ¢(y) para todo y € V, es un dlgebra
de Lie y dim £ = rango(yp).

Si notamos por L, al dlgebra de Lie anterior. Entonces L, ~ L, &
p=vopu=vl
Conclusién: Existen infinitas de estas dlgebras de Lie no isomorfas.

Caso 2: Vx ¢ £ el mapa adx : £ — £ no es diagonalizable.
Sea x ¢ £'. Como estamos trabajando sobre los complejos,
adx : £ — £ debe tener un vector propio, y € £'.
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Algebras de Lie de dimension 3

Sean V espacio vectorial y ¢ un endomorfismo de V. Si
£ = V @ span{x}. Entonces, definiendo en £ el corchete [y,z] =0
para todos y,z € V, [x,y] = ¢(y) para todo y € V, es un dlgebra
de Lie y dim £ = rango(yp).

Si notamos por L, al dlgebra de Lie anterior. Entonces L, ~ L, &
p=vopu=vl

Conclusién: Existen infinitas de estas dlgebras de Lie no isomorfas.
Caso 2: Vx ¢ £ el mapa adx : £ — £ no es diagonalizable.

Sea x ¢ £'. Como estamos trabajando sobre los complejos,

adx : £ — £’ debe tener un vector propio, y € £'. Podemos
renormalizar x y asumir que [x,y] =y,
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Algebras de Lie de dimension 3

Sean V espacio vectorial y ¢ un endomorfismo de V. Si
£ = V @ span{x}. Entonces, definiendo en £ el corchete [y,z] =0
para todos y,z € V, [x,y] = ¢(y) para todo y € V, es un dlgebra
de Lie y dim £ = rango(yp).

Si notamos por L, al dlgebra de Lie anterior. Entonces L, ~ L, &
p=vopu=vl
Conclusién: Existen infinitas de estas dlgebras de Lie no isomorfas.

Caso 2: Vx ¢ £ el mapa adx : £ — £ no es diagonalizable.
Sea x ¢ £'. Como estamos trabajando sobre los complejos,
adx : £ — £’ debe tener un vector propio, y € £'. Podemos
renormalizar x y asumir que [x, y] = y, extendemos y a {y, z}
base de £'.
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Algebras de Lie de dimension 3

Sean V espacio vectorial y ¢ un endomorfismo de V. Si
£ = V @ span{x}. Entonces, definiendo en £ el corchete [y,z] =0
para todos y,z € V, [x,y] = ¢(y) para todo y € V, es un dlgebra
de Lie y dim £ = rango(yp).

Si notamos por L, al dlgebra de Lie anterior. Entonces L, ~ L, &
p=vopu=vl
Conclusién: Existen infinitas de estas dlgebras de Lie no isomorfas.

Caso 2: Vx ¢ £ el mapa adx : £ — £ no es diagonalizable.
Sea x ¢ £'. Como estamos trabajando sobre los complejos,
adx : £ — £’ debe tener un vector propio, y € £'. Podemos
renormalizar x y asumir que [x, y] = y, extendemos y a {y, z}
base de £'.

= [x,z] = Ay + pz, con X # 0 (de lo contrario ad x seria
diagonalizable).
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Reescalando z podemos suponer A = 1.
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Algebras de Lie de dimensién 3

Reescalando z podemos suponer A = 1. Entonces la matriz
asociada a ad x : £’ — £/ tiene la forma
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Algebras de Lie de dimensién 3

Reescalando z podemos suponer A = 1. Entonces la matriz
asociada a ad x : £’ — £/ tiene la forma

)
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Algebras de Lie de dimension 3

Reescalando z podemos suponer A = 1. Entonces la matriz
asociada a ad x : £’ — £/ tiene la forma

A= (1 1) .
0 u
Como A no es diagonalizable no puede tener dos valores propios
diferentes, entonces p = 1.
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Algebras de Lie de dimension 3

Reescalando z podemos suponer A = 1. Entonces la matriz
asociada a ad x : £’ — £/ tiene la forma

A= (1 1) .
0 u
Como A no es diagonalizable no puede tener dos valores propios
diferentes, entonces p = 1.

Esto determina completamente el dlgebra de Lie con las
propiedades requeridas.
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Algebras de Lie de dimension 3

Reescalando z podemos suponer A = 1. Entonces la matriz
asociada a ad x : £’ — £/ tiene la forma

11
A= ( ) |
0 u
Como A no es diagonalizable no puede tener dos valores propios
diferentes, entonces p = 1.
Esto determina completamente el dlgebra de Lie con las

propiedades requeridas. A menos de isomorfismo tenemos una sola
de estas algebras.
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Algebras de Lie de dimensién 3

o &'=2¢.
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°o &' =¢
A menos de isomorfismo sl(2,C) es la tnica algebra de Lie
con esta propiedad.
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Algebras de Lie de dimension 3

°o &' =¢
A menos de isomorfismo sl(2,C) es la tnica algebra de Lie
con esta propiedad.

Paso 1:
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Algebras de Lie de dimension 3

°o &' =¢
A menos de isomorfismo sl(2,C) es la tnica algebra de Lie
con esta propiedad.

Paso 1: Sea 0 # x € £ = ad x tiene rango 2.

Ana Gonzdlez Clasificacién en dimensiones bajas



Algebras de Lie de dimension 3

°o &' =¢
A menos de isomorfismo sl(2,C) es la tnica algebra de Lie
con esta propiedad.

Paso 1: Sea 0 # x € £ = ad x tiene rango 2.
Extendamos x a una base de £, {x,y, z}
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Algebras de Lie de dimension 3

°o &' =¢
A menos de isomorfismo sl(2,C) es la tnica algebra de Lie
con esta propiedad.

Paso 1: Sea 0 # x € £ = ad x tiene rango 2.
Extendamos x a una base de £, {x,y,z} = £ estd generado por

{Ix:y], [x, 2], [y, 2]},
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Algebras de Lie de dimension 3

°o &' =¢
A menos de isomorfismo sl(2,C) es la tnica algebra de Lie
con esta propiedad.

Paso 1: Sea 0 # x € £ = ad x tiene rango 2.
Extendamos x a una base de £, {x,y,z} = £ estd generado por
{[x,y].Ix,2],ly, 2]}, como £ = £ este conjunto es LI.
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Algebras de Lie de dimension 3

°o &' =¢
A menos de isomorfismo sl(2,C) es la tnica algebra de Lie
con esta propiedad.

Paso 1: Sea 0 # x € £ = ad x tiene rango 2.

Extendamos x a una base de £, {x,y,z} = £ estd generado por
{[x,¥].[x,2],ly, 2]}, como £ = £ este conjunto es LI. = la
imagen de ad x tiene por base {[x, y], [x, z]}.
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Algebras de Lie de dimension 3

°o &' =¢
A menos de isomorfismo sl(2,C) es la tnica algebra de Lie
con esta propiedad.

Paso 1: Sea 0 # x € £ = ad x tiene rango 2.

Extendamos x a una base de £, {x,y,z} = £ estd generado por
{[x,¥].[x,2],ly, 2]}, como £ = £ este conjunto es LI. = la
imagen de ad x tiene por base {[x, y], [x, z]}.

Paso 2: Existe h € £: adh: £ — £ tiene un vector propio con
valor propio no nulo.
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Algebras de Lie de dimension 3

°o &' =¢
A menos de isomorfismo sl(2,C) es la tnica algebra de Lie
con esta propiedad.

Paso 1: Sea 0 # x € £ = ad x tiene rango 2.

Extendamos x a una base de £, {x,y,z} = £ estd generado por
{[x,¥].[x,2],ly, 2]}, como £ = £ este conjunto es LI. = la
imagen de ad x tiene por base {[x, y], [x, z]}.

Paso 2: Existe h € £: adh: £ — £ tiene un vector propio con
valor propio no nulo.
Sea x € £ no nulo, si ad x tiene un valor propio no nulo podemos

tomar h = x.
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Algebras de Lie de dimension 3

°o &' =¢
A menos de isomorfismo sl(2,C) es la tnica algebra de Lie
con esta propiedad.

Paso 1: Sea 0 # x € £ = ad x tiene rango 2.

Extendamos x a una base de £, {x,y,z} = £ estd generado por
{[x,¥].[x,2],ly, 2]}, como £ = £ este conjunto es LI. = la
imagen de ad x tiene por base {[x, y], [x, z]}.

Paso 2: Existe h € £: adh: £ — £ tiene un vector propio con
valor propio no nulo.

Sea x € £ no nulo, si ad x tiene un valor propio no nulo podemos
tomar h = x. Si adx : £ — £ no tiene valores propios no nulos,
como tiene rango 2, su forma de Jordan es:
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o O O
O O
o = O
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o o

0 0O

= 3 {x,y,z} base de £ que extiende a x: [x,y] = x, [x,z] =y.
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010

0 01
0 00O

= 3 {x,y,z} base de £ que extiende a x: [x,y] = x, [x,z] =y.

= ad y tiene a x como vector propio asociado a —1. Entonces

podemos tomar h =y.
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010

0 01
0 0O

= 3 {x,y,z} base de £ que extiende a x: [x,y] = x, [x,z] =y.

= ad y tiene a x como vector propio asociado a —1. Entonces
podemos tomar h =y.

Paso 3: Por los pasos anteriores podemos encontrar h, x € £ tales
que [h,x] = ax # 0.

Ana Gonzdlez Clasificacién en dimensiones bajas
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010

0 01
0 00O

= 3 {x,y,z} base de £ que extiende a x: [x,y] = x, [x,z] =y.

= ad y tiene a x como vector propio asociado a —1. Entonces

podemos tomar h =y.

Paso 3: Por los pasos anteriores podemos encontrar h, x € £ tales
que [h,x] = ax # 0.
Como h € £ = £’ ad h tiene traza nula.
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Algebras de Lie de dimension 3

010

0 01
0 00O

= 3 {x,y,z} base de £ que extiende a x: [x,y] = x, [x,z] =y.

= ad y tiene a x como vector propio asociado a —1. Entonces

podemos tomar h =y.

Paso 3: Por los pasos anteriores podemos encontrar h, x € £ tales
que [h,x] = ax # 0.

Como h € £ = £/ ad h tiene traza nula. = ad h puede tener tres
valores propios distintos, —c, 0 y a.
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Algebras de Lie de dimension 3

010

0 01
0 00O

= 3 {x,y,z} base de £ que extiende a x: [x,y] = x, [x,z] =y.

= ad y tiene a x como vector propio asociado a —1. Entonces

podemos tomar h =y.

Paso 3: Por los pasos anteriores podemos encontrar h, x € £ tales
que [h,x] = ax # 0.

Como h € £ = £/ ad h tiene traza nula. = ad h puede tener tres
valores propios distintos, —«, Oy «.. Si y es vector propio asociado
a —a, = {h,x,y} es base de £.
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Algebras de Lie de dimension 3

010

0 01
0 00O

= 3 {x,y,z} base de £ que extiende a x: [x,y] = x, [x,z] =y.

= ad y tiene a x como vector propio asociado a —1. Entonces

podemos tomar h =y.

Paso 3: Por los pasos anteriores podemos encontrar h, x € £ tales
que [h,x] = ax # 0.

Como h € £ = £/ ad h tiene traza nula. = ad h puede tener tres
valores propios distintos, —«, Oy «.. Si y es vector propio asociado
a —a, = {h,x,y} es base de £. En esta base ad h se representa
por una matriz diagonal.
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Algebras de Lie de dimensién 3

Paso 4: Para completar la descripciéon del dlgebra de Lie £
necesitamos determinar [x, y].
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Paso 4: Para completar la descripciéon del dlgebra de Lie £
necesitamos determinar [x, y].

[h, [, 1T = [Ths <], y] + [x, [h, yl] = alx, y] = alx, y] = 0.
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Algebras de Lie de dimension 3

Paso 4: Para completar la descripciéon del dlgebra de Lie £
necesitamos determinar [x, y].

[h, [, 1T = [Ths <], y] + [x, [h, yl] = alx, y] = alx, y] = 0.

Tenemos dos aplicaciones del paso 1.
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Algebras de Lie de dimension 3

Paso 4: Para completar la descripciéon del dlgebra de Lie £
necesitamos determinar [x, y].

[h, [, 1T = [Ths <], y] + [x, [h, yl] = alx, y] = alx, y] = 0.

Tenemos dos aplicaciones del paso 1. Primero,
N(ad h) = span{h},
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Algebras de Lie de dimension 3

Paso 4: Para completar la descripciéon del dlgebra de Lie £
necesitamos determinar [x, y].

[h, [, 1T = [Ths <], y] + [x, [h, yl] = alx, y] = alx, y] = 0.

Tenemos dos aplicaciones del paso 1. Primero,
N(ad h) = span{h}, = [x,y] = Ah para algin X € k.

Ana Gonzdlez Clasificacién en dimensiones bajas



Algebras de Lie de dimension 3

Paso 4: Para completar la descripciéon del dlgebra de Lie £
necesitamos determinar [x, y].

[h, [, 1T = [Ths <], y] + [x, [h, yl] = alx, y] = alx, y] = 0.

Tenemos dos aplicaciones del paso 1. Primero,

N(ad h) = span{h}, = [x,y] = Ah para algin X € k.

Segundo, A # 0 porque de lo contrario N(ad h) tendria dimensién
2.
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Algebras de Lie de dimension 3

Paso 4: Para completar la descripciéon del dlgebra de Lie £
necesitamos determinar [x, y].

[h, [, 1T = [Ths <], y] + [x, [h, yl] = alx, y] = alx, y] = 0.

Tenemos dos aplicaciones del paso 1. Primero,

N(ad h) = span{h}, = [x,y] = Ah para algin X € k.

Segundo, A # 0 porque de lo contrario N(ad h) tendria dimensién
2. Normalizando x por A™1x podemos suponer A = 1.
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Algebras de Lie de dimensién 3

Si sustituimos h por un mdltiplo no nulo podemos tomar cualquier
valor de & como queremos.
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Algebras de Lie de dimension 3

Si sustituimos h por un mdltiplo no nulo podemos tomar cualquier
valor de & como queremos.

En particular si tomamos o = 2 la estructura constante de £ que

respeta la base {x, y, h} coincide con la estructura constante de
sl(2, C) respecto la base

o o) G a)-(5 o))
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Algebras de Lie de dimension 3

Si sustituimos h por un mdltiplo no nulo podemos tomar cualquier
valor de & como queremos.

En particular si tomamos o = 2 la estructura constante de £ que
respeta la base {x, y, h} coincide con la estructura constante de
sl(2, C) respecto la base

o o) G a)-(5 o))

Entonces £ = sl(2,C). Por lo tanto, hay una Unica élgebra de Lie
de dimensidn tres que coincide con su algebra derivada.
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