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DINAMICA ELEMENTAL DE CUBRIMIENTOS DEL ANILLO.

ALVARO ROVELLA

RESUMEN. Se trata de introducir algunas ideas para estudiar la dindmica de
mapas de cubrimiento del anillo abierto, con la intencién de dar una minima
muestra de las preguntas que se plantean y de las técnicas usadas.

1. INTRODUCCION.

El objeto de estudio es el espacio de transformaciones continuas de grado d, del
anillo abierto A en si mismo, donde d se supondra siempre un numero de valor
absoluto mayor que uno. El caso |d| = 1 refiere obviamente a homeomorfismos del
anillo y la teoria es completamente diferente: desde los resultados a las técnicas, no
hay similitudes.

1.1. Definiciones basicas. Se trata, como siempre en dindmica, de describir el
comportamiento a largo plazo de las drbitas de la transformacién. Sea entonces A
el anillo abierto, es decir un espacio topolégico homeomorfo a S* x (0,1), f una
tranformacién de A en si mismo con la propiedad de ser un homeomorfismo local,
sobreyectivo pero no inyectivo. También se puede interpretar A como el conjunto
C* = {z € C: z # 0}. Asi se puede definir el indice de una curva cerrada v C A que
no pasa por 0 como el nimero de vueltas que la curva da al 0. Una curva cerrada se
dice esencial si su indice es no nulo y trivial en caso contrario. Se define el grado del
cubrimiento f como el indice de la curva f o~ alrededor del (0,0) donde y es una
curva de indice uno. Es claro que el grado asi definido no depende de la eleccién de
la curva . También es facil probar a partir de estas definiciones que cada punto de
A tiene exactamente |d| preimégenes por f.

Si k > 0, se define f* como la composicién de f consigo misma k veces. Es
obviamente una aplicacién de A en A. Cuando k = 0 entonces f* es la funcién
identidad y cuando k& > 0 la notacién f~* denota la preimagen de f*, o sea (f*)~1,
que como se sabe, no es necesariamente una funcién de A en A, sino una funcién
de las partes de A en las partes de A.

SiA=Rx(0,1)y P:A— Aes P(x,y) = (exp(2miz),y) entonces (A, P)
es el cubrimiento universal de A. Cualquier cubrimiento f de grado d de A tiene
un levantamiento F : A — A, es un homeomorfismo que cumple PF' = fP,y
F(z+1,y) = F(x,y)+(d,0) para todo (z,y). Una vez conocido un levantamiento F
de f los demads se obtienen tralsadando F en la direccién horizontal: F; = F'+(4,0),
j entero. En cierto sentido se ve que F’ tiene una expansién en la direccién horizontal,
ya que dos puntos (z,y) y (2/,y) a distancia k se transforman por F' en dos puntos
a distancia |d|k. En este hecho reside buena parte de las razones que hacen a esta
teoria tan diferente a la de homemorfismos de A. Se parece mucho m&s a una
generalizacién de los cubrimientos de S* = {z € C : |z| = 1}. Se hard mencién
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2 ALVARO ROVELLA

repetidas veces a la dindmica de cubrimientos de S!. El cubrimiento universal de
S1 se denota por (R, Py) donde Py(z) = exp(2miz).

1.2. Antecedentes. Sin la minima intencién ni posibilidad de dar una descrip-
cién completa de los resultados conocidos, podemos acaso rastrear algunos de las
primeras apariciones de mapas de este tipo en la literatura. Uno de los primeros
resultados en esta teorfa aparecen en las tesis de F.Przytycki, (ver [5]) que, en sus
investigaciones al respecto de la estabilidad de endomorfismos de clase C' utiliza
ciertas transformaciones del toro T2 que provienen de extender un cubrimiento del
anillo y que proporcionan ejemplos de mapas Axioma A que no son {2-estables,
distinguiendose asi de los resultados vélidos para homeomorfismos. M 4s adelan-
te, Tsujii encontrd transformaciones de clase C'*° del anillo abierto que poseen un
atractor global que soporta una medida invariante absolutamente continua respecto
a Lebesgue (ver [6]). Esta propiedad es imposible para mapas invertibles. En [1],
las mismas transformaciones se estudian desde un punto de vista topoldgico, de-
mostrandose que el atractor tiene frecuentemente interior no vacio. En la mayoria
de los casos, estas transformaciones aparecen como ejemplos andémalos, en cambio
en estas notas constituyen el objeto de estudio, partiendo de lo mas bésico.

Estas notas estdn estdn basadas en [2], ver también [3] y [4] donde se estudian
condiciones para la existencia de puntos periédicos.

2. INGREDIENTES.

En esta seccion definimos los tres objetos que desde diferentes dngulos muestran
la complejidad que presenta el asunto. Se introduce primero el nimero de rotacion
para construir semiconjugaciones, que para mapas de cubrimiento de S' constituye
una herramienta muy tutil. Sin embargo, como se vera al final de la seccién, no es
posible generalizar estas construcciones a aplicaciones del anillo. Mas adelante se
definen conectores y se muestra su relevancia en la bisqueda de semiconjugaciones.

2.1. Numero de rotacién. Se estudia primero la definicién para cubrimientos
del circulo S', donde la técnica permite llegar a una clasificacién bastante satisfac-
toria. Sea f una transformacién de cubrimiento de grado d de S'. Notar que si F'
es un levantado de f y d > 0 entonces F(z 4+ 1) = F(x) + d para todo x, de donde
se deduce que F(x 4+ n) = F(x) 4+ dn y esto implica que lim, 1o F(z) = fo00, y
que F™(z) debe crecer exponencialmente si z es grande.

Teorema 2.1. Sea f un cubrimiento de grado d de S' donde d es un entero de
valor absoluto mayor que 1, y F : R — R un levantamiento de f. Entonces para

cada x € R existe el limite:
n

P C)

n—+oo "

Ademds, denotando por p(x) a ese limite, la funcidn p cumple las siguientes pro-
piedades
1. p es continua
2. pz+1)=px)+1
3. p(F(2)) = dp(x)
Se da a seguir una idea de la prueba. Hay un hecho basico que la sustenta:

Afirmacién: Si F' : R — R es una funcién continua tal que F(x + 1) = F(x) 4+ d
para todo x, entonces la funcién F'(z) — dx esta acotada.
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Prueba: la segunda hipdtesis sobre F' implica que F'(x) — x es periddica y la conti-
nuidad que es acotada en el intervalo [0, 1].

Para la prueba del teorema, se considera el espacio H de todas las funciones
H : R — R tales que: (1) H es continua (2) La funcién que a cada z € R aso-
cia |[H(z) — x| es una funcién acotada y (3) H(z + 1) = H(z) + 1 para todo z.

En el espacio H se considera la distancia D(H;, Hy) = sup |Hy(z) — Hz(x)|. Notar
que D estd bien definida porque Hi; — Hs estd acotado en virtud de la propiedad
(2), si bien cada H; no es acotada. Es sencillo probar que D es una distancia en H y
que con esta distancia H es un espacio métrico completo. Se considera el operador
® definido en H por:

1
S(H) = SHoF

Se prueba ficilmente (usando la afirmacién) que @ lleva H en si mismo y que es una
contraccién. Luego su punto fijo H es una funcién que cumple las tres propiedades
enumeradas en la tesis del teorema. Resta ver que el limite existe y es igual a H.
Notar que
F'(x)  F"(z) - H(F"(x)) HF"(z))
- dr AT

El primer sumando tiende a 0 ya que |H(y) — y| es una funcién accotada. El se-
gundo término es igual ®"(H) calculado en x; como H es punto fijo de ® también
lo es de ®™: se deduce que el limite existe y es igual a H(x). En definitiva, es p = H.

2.2. Semiconjugaciones. Antes de comenzar con esta seccién es conveniente
pensar un poco acerca de la equivalencia entre dindmicas. Diremos que dos sistemas
dindmicos f y g son conjugados o equivalentes cuando existe un homeomorfismo A
del dominio de f al dominio de g tal que hf = gh. Esto implica que dede el punto
de vista dindmico los sistemas f y g son indistinguibles, ya que el comportamiento
dindmico de f se traduce por el homeomorfismo h en un comportamiento idéntico
para el sistema g. Seria logico, pero como pronto se verd, muy ambicioso, propo-
nerse el siguiente plan: establecer una familia de sistemas conocidos, mas faciles de
entender y luego probar que todos los demads son conjugados a uno de estos sistemas
mas familiares.

Dentro del conjunto de todos los sistemas que se estan considerando en estas no-
tas, hay una subfamilia particularmente interesante y rica: es la clase de todos los
cubrimientos mg(z) = 2% de S* con d € S*. Es claro que pocos cubrimientos de
Sy ningiin cubrimiento de A es conjugado a algiin mg, pero si se puede definir
un concepto un poco mas débil que permite decir mucho acerca de la dinamica de
aquellos cubrimientos del anillo que cumplan con la propiedad.

Definicién 2.1. Sea f un cubrimiento de grado d de X, donde X puede ser S* o A.
Una funcién h : X — S' es una semiconjugacién de f si se cumple que hf = mgh
y que la imagen por h de una curva de indice uno es una curva de indice +1. En
caso de existir tal h, se dice que f es semiconjugada a my.

Notar antes que nada que la segunda condicién impuesta a la semiconjugacién
es simplemente para evitar trivialidades, ya que si f es cualquier cubrimiento de X
y h(x) = 1 para todo x entonces la ecuacién hf = mgh se cumple, pero significa
nada. Como consecuencia del teorema 2.1 se tiene el siguiente hecho:
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Corolario 2.1. Si f es un cubrimiento de grado d de S y |d| > 1, entonces f es
semiconjugado a my.

La funcién p obtenida en el teorema 2.1 cumple p(z+1) = p(z)+ 1. Esto implica
que se puede bajar por la proyeccién universal Py de S' a una funcién h de S! en
S'. Las demas propiedades de h se deducen de las de p. (I

Continuando con los cubrimientos de S! se verd a seguir una aplicacién de la

existencia de semiconjugaciones. Antes de esto, una observacién acerca de las se-
miconjugaciones de my:
Sea h una semiconjugacién de mgy. Se puede probar que h es una conjugacion, es
decir, es un homeomorfismo. Ademas vale que el conjunto de todos las semicon-
jugaciones de mgy es un grupo con la composicién, isomorfo al grupo dihedral con
|d — 1] elementos, Dy_1. Si h es una semiconjugacién de un cubrimiento f entonces
toda otra semiconjugacién h’ de f se obtiene componiendo i con un elemento de
Dy 1.

Definicién 2.2. Sea f un cubrimiento de S* y defina Ay como el conjunto de los
puntos z tales que h~!(h(z)) contiene algiin punto diferente de x.

Teorema 2.2. Si f es un cubrimiento de S', entonces el conjunto As, que fue
definido a partir de h (una semiconjugacion de f) no depende en realidad de h.
Ademds se tienen las siguientes propiedades:

1. As es completamente invariante (es decir, f=*(Ay) = Ay).

2. Cada h='(h(z)) es un intervalo (puede ser un punto).

3. Si L es una componente no trivial de Ay, entonces el interior de L es pe-
riddico o errante y la restriccion de f a esa componente es inyectiva.

4. Ay es vacio sii f es conjugada a mq. Si no es vacio es denso.

Sea h/ otra semiconjugacién de f; por el ejercicio anterior, existe un homeomor-
fismo c tal que A’ = ch. De esto se deduce la primera afirmacién. Las afirmaciones
de (1) a (4) no son dificiles de probar. Ademds se puede progresar en la clasificacién
usando la siguiente idea:

Cuando A es vacio entonces f es conjugado a mg y cuando no, cada componente
de Ay es un intervalo, donde f es inyectiva y o bien es errante, o bien es periddica.
Si dos funciones tienen el mismo conjunto A entonces serdn conjugadas sii sus res-
tricciones a los intervalos periddicos son homeomorfismos del intervalo conjugados.
Esta idea conduce a una clasificacién de los cubrimientos de S'. Ver el resultado
preciso en [2].

2.3. Conectores. Ya se definié nimero de rotaciéon y se vio como sirve para
obtener semiconjugaciones para cubrimientos de S'. La cuestién ahora es ver qué
de todo esto puede generalizarse a cubrimientos de A. En esta parte se introduce un
tercer ingrediente que es una propiedad geométrica determinante. Se puede pensar
A como la esfera menos los polos; la compactificaciéon con dos puntos de A es la
esfera S2. Se denota por A* a la compactificacién, por N y S los puntos agregados.

Definicién 2.3. Se llama conector a cualquier subconjunto cerrado y conexo K
contenido en A, que cumple dos propiedades:

(1) KU{N, S} es conexo en A*,

(2) A\ K es conexo.
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Equivalentemente, K es un conector si K* = KU{N, S} es compacto y conexo en
A*, contiene N y S y su complemento en A* es conexo. O también un conector es un
conjunto que conecta N con Sy que no separa A. Por ejemplo, K7 := {(z,1) : z €
(0,1)} es un conector en A. También es un conector la curva Ky = {P(h(x),z) €
St x (0,1) : x €(0,1)} donde h es un homeomorfismo de (0,1) en R: esta curva
se enrosca en ambas componentes de la frontera del anillo. En general una curva
simple v : (0,1) — A tal que v(t) — S cuando t — 0 y v(t) — N cuando t — 1 es
un conector. Pero no todo conector contiene necesariamente una curva tal.

No es un conector si separa el anillo, por ejemplo si a una curva como la v de recién
se le une una curva esencial cualquiera del anillo.
La prueba de las siguientes propiedades y ejemplos de conectores es sencilla

En esta afirmaciones K denota un conector de A y f un cubrimiento de grado d

de A.

1. La preimagen por f de un conector es igual a la unién de |d| conectores.

2. f es una biyeccién de cada componente de A\ f~1(K) sobre A\ K.

3. Un conexo K conecta N con S sii corta toda curva esencial en A. Por lo
tanto K es un conector sii es conexo, cerrado, su complemento es conexo y
corta toda curva esencial.

3. EQUIVALENCIAS.

El resultado fundamental de esta seccién relaciona una condicién puramente
analitica como es la existencia del niimero de rotacién con una condicién més bien
geométrica. Un conector K es libre si f(K)N K =0, y es invariante si f(K) = K.
Sea (z,y) € A = R x (0,1), F un levantamiento de f y (zn,yn) = F™(z,y). Se

define el nimero de rotacién como
, Tn
PF (xa y) = lim —

n—+oo d"

en caso que el limite exista. Si existe para todo punto de A y es una funcién continua,
se dice que f tiene nimero de rotacién. Usando que (F + j)* = F™ + j(d"~! +
-+ d+ 1) se prueba que ppy; = pr + d%'l. Luego la definiciéon no depende del
levantado que se haya elegido.

Teorema 3.1. Sea f un cubrimiento de grado d del anillo abierto A, donde |d| > 1.
Se consideran las siguiente propiedades:

(a) Para cualquier levantamiento F de f existe la funcidn nidmero de rotacidn y es
una funcion continua.

(b) Eziste una semiconjugacion de f.

(c) Eziste un conector libre para f.

(d) Eziste un conector invariante para f.

Entonces (b) (c) y (d) son equivalentes y (a) implica cualquiera de ellas.
Si la funcion que a cada (x,y) € A asocia x1 —dx € R es acotada (donde (x1,y1) =
F(z,y)), entonces f cumple las 4 condiciones.

Ver el dltimo ejemplo de estas notas donde se muestra que (a) no es equivalente
al resto. La implicacién de (a) a (b) es més bien obvia, y ya se explicé en la
seccién anterior (ojo que la hipétesis de que el ntimero de rotacién es continuo
se necesita para que sea ficil, comparar con el problema planteado al final). Para
probar la tdltima de las afirmaciones del teorema se copia la prueba del teorema
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unidimensional, ya que la hiptesis impone la validez de la afirmacién previa. La
siguiente secuencia de lemas implicara el resto del teorema.

Lema 3.1. Si K es un conector libre para [ entonces existen |d — 1| conectores
muariantes.

Se indica un camino para la prueba en el caso d = 2 para ahorrar discusiones.
Notar que f~1(K) N K = 0 (caso contrario K no es libre). Ademds f~1(K) es
la unién de 2 conectores. Como K es conexo y no corta f~(K), resulta que una
sola de las dos componentes de A\ f~!(K) contiene K; se denota por U a esta
componente y V a la otra. Entonces resulta que f(V') contiene a la clausura de V'
y f es inyectiva en V. Para cada N € N se define:

N
Vy = m [ ).
n=0

Es conexo porque es interseccién de conexos: no porque cada f~ (V') sea conexo,
sino porque sélo una componente de f~"(V) estd contenida en V,,_;. Ademds cada
Vn es abierto y contiene a la clausura de V1. Se define K’ como la interseccién de
todos los Viy. Se deduce que K’ es conexo por ser interseccién de conexos encajados,
es cerrado porque es también la interseccién de las clausuras de los Vi, conecta S'y
N porque cada Vyy los conecta y su complemento tiene una sola componente porque
lo mismo ocurre para cada V. Se concluye que K’ es un conector, y es invariante
por construccion. O

Lema 3.2. Si un cubrimiento de grado d de A (con |d| > 1) tiene un conector
invariante, entonces es semiconjugado a mg.

La idea (para d = 2 es ir definiendo la h asi : h vale 1 en el conector invariante y
ha de valer —1 en su preimagen, si se espera que la ecuacién hf = moh se cumpla.
Tomando f-preimagenes sucesivas de K y ma-preimégenes del 1 y ordendndolas se
va definiendo la h. Esto define h apenas en un subconjunto de A, exactamente el
subconjunto R formado por aquellos puntos que alguna iterada positiva de f lleva a
K. Un instante de observacion permite concluir que hay una tinica manera de definir
h en cada componente del complemento de R de manera que sea continua. 1

Lema 3.3. Sea h una semiconjugacion de f € Covy(A). Entonces h=1(1) contiene
un conector invariante.

Es claro que la preimagen de 1 es un conjunto invariante, no tiene que ser conexo
necesariamente pero es seguro que contiene un conector. Si no fuese asi, usando la
tercera de las propiedades de los conectores, se tiene una curva esencial v que no
corta la preimagen de 1. Quiere decir que h7y tiene indice 0 lo que contradice la
definicién de semiconjugacion. O

4. PROBLEMAS Y EJEMPLOS.

Ejemplo: Si A es el anillo cerrado y f es un cubrimiento de A, entonces f cumple
las condiciones del teorema 3.1. Para demostrarlo, se puede repetir la demostracién
hecha en el caso unidimensional, ya que el dominio fundamental del cubrimiento
universal tiene clausura compacta y por lo tanto vale la propiedad de acotacién que
sustentaba la prueba de la existencia del nimero de rotacién en aquel caso.
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El siguiente problema estd en la base de las discusiones anteriores.
Se considera G4 el espacio de gérmenes de mapas d a 1 con la topologia de Whitney.
Esto es, cada elemento de G4 estd representado por una transformacién f definida
en un entorno U de 0 de forma que lleva 0 en 0 y es un cubrimiento de grado d
del anillo U \ {0} en el anillo f(U) \ {0}. Dos transformaciones son equivalentes si
coinciden en un entorno de 0; el cociente de esta relacién es el espacio de gérmenes,
Gq. La topologia esta dada por las bases de entornos

Ufie) ={g: lg(x) — f(x)| < e(z) Va},

donde € es una funcién positiva y continua definida en U \ {0}, donde U es un
entorno de 0.

Gérmenes conjugados. Dos transformaciones f y g son conjugadas si existe un en-
torno de 0 y un homeomorfismo h definido en ese entorno tal que fh = hg. Es
obvio que si tomamos transformaciones equivalentes a f y g también van a ser con-
jugadas entre si ; luego esta definicién se extiende a gérmenes conjugados. Es claro
que la relacién de conjugacién es de equivalencia en G4, por lo tanto vale plantearse:

Problema: Hallar un representante de cada clase de conjugacion de gérmenes.

Esta es una pregunta demasiado ambiciosa. Para internarse un poco en su sig-
nificado puede venir bien atender el proximo lema y los ejemplos que le siguen.

Se restringird la pregunta a dos clases bien particulares de gérmenes:
El germen representado por f es repulsor si existe un entorno abierto U de 0 tal
que la clausura de f~1(U) estd contenida en U y para todo x € U existe un n > 0
tal que f*(x) € U\ fY(U).
El germen representado por f es atractor si existe un entorno abierto U de 0 tal
que la clausura de f(U) estd contenido en U y para todo & € U se cumple que
lim, 400 f™(z) = 0.

Lema 4.1. Hay una sola clase de conjugacion de gérmenes repulsores.

Conviene introducir otra notacion:
Sea 7 una curva simple cerrada y esencial en U\ {0}; defina A, como la componente
de U \ 7 que contiene al 0. Para la prueba del lema pueden seguirse los siguientes
pasos:

1. Notar que si v es como arriba, entonces f~!(7) es también una curva simple
cerrada y esencial.

2. Si f es representante de un germen repulsor entonces existe una curva vy
simple cerrada y esencial en U \ {0} tal que f~'(y) C A, y

mnA'an = {0}7

donde 5, = f~"(7).

3. Sean f, v f» representantes de gérmenes repulsores y para i = 1,2, sea +* la
curva dada en la definicién. Sea h un homeomorfismo de y; en 2, defina h
enx € f{ *(v1) de forma que h(fi(x)) = fo(h(z)). Notar luego que es posible
extender h a un homeomorfismo de A, \ f; ' (A,,) en A, \ f5 }(A,,). Luego
usando la propiedad de repulsor y la ecuacién de conjugacion se ve que h se
extiende de una tnica forma al resto de A,,.

4. Una vez definida h en este dominio fundamental, se extiende de la tnica
manera posible (para que cumpla la ecuacién de conjugacién) a su preimagen.
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Y asi sucesivamente a todas las preimagenes, cuya unién cubre U \ {0} como
consecuencia de la definicién de repulsor.
Un germen es topoldgicamente estable si tiene un entorno tal que todos los gérme-
nes en ese entorno son conjugados.

Corolario 4.1. Todo germen repulsor es topolégicamente estable.

Esto se deduce del lema anterior una vez que se demuestra que todo perturbado
de un germen repulsor es también repulsor.

Ejemplo. La transformacién mz(2) = 22 no es estable.
Se puede escribir ma(r, z) = (r?,2x), donde las coordenadas son r € (0,1) y z es un
ndmero real médulo 1, o sea x € R/Z. Sea e(r, z) una funcién continua y positiva
definida en (0,1). Se puede suponer que € no depende de z, tomando en vez de €
la funcién €’'(r) = min,{e(r,z)}. Es posible encontrar funciones continuas p(r) y
¢(r, ) tales que p(r) < €(r) para todo r y ¢(r,z) = 2z para |z| > p(r), de forma
que la transformacién f(r,z) = (r2,¢(r,2)), cumple las siguientes propiedades:

1. el conjunto R = {(r,z) : 7 < 1 < p(r)} es un conjunto invariante para f

2. |¢(r, z) — 2z| < e(r) para todo (r,z).

Se deduce que f estd en el entorno U(ma,€) y no puede ser conjugada a ms
porque f tiene un conjunto invariante de interior no vacio donde f es inyectiva,
pero mg no. Ver los detalles en [2].

Maés o menos con la misma idea se puede probar lo siguiente, en contraposicién
al corolario 4.1

Corolario 4.2. Ningiun germen atractor es topoldgicamente estable.

El iltimo ejemplo muestra que no todo cubrimiento del anillo abierto cumple las
condiciones equivalentes del teorema 3.1. Su construccién es bastante mas dificil,
sélo se mencionan aqui sus propiedades. Su construccion detallada puede leerse en

[2].

Ejemplo. Existe un cubrimiento f de grado d del anillo abierto A, que cumple las
siguientes propiedades:

1. Existe una curva -, simple, cerrada y esencial tal que {f"(v) : n € Z} es
una familia disjunta de curvas simples y cerradas.

2. Para todo xg € A y cualquier 6rbita {z, : n € Z} del punto zg, existe
un unico n € Z tal que x,, € Dy donde Dg es el anillo semiabierto cuyas
componentes de frontera son vo y f(70).

3. f no es semiconjugado a mg(z) = 2% en S*.

Resulta entonces que el niimero de rotacién no existe para este cubrimiento.

Ejemplo. Puede existir una semiconjugacién pero el numero de rotacién no. Sea
F(x,y) = (22/y,y?) definida en R x (0, 1). Se verifica que F es el levantado de un
cubrimiento de grado 2 del anillo abierto A. Se puede calcular explicitamente el
limite de z,,/2" y da +oo para cualquier (z,y) si (zn,yn) = F™(x,y). Sin embar-
go, es facil construir un conector invariante, y por lo tanto f es semiconjugada a mo.

Problema. Sea f tal que para todo (z,y) € A existe el nimero de rotacién. ;Es
necesariamente una funciéon continua?
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Notar que si z es un levantado cualquiera de un punto periédico de f, entonces
el nimero de rotacién existe para este x. Podria plantearse una pregunta menos

ambiciosa:

Problema. Sea f un cubrimiento de A. jEs la funcién nimero de rotacion continua
en los periddicos de f7
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